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1. Twisted Tensor Preructs, Quantum Doubles
. Hopf algeb]a $\mathrm{n}=(\mathrm{f}\mathrm{l}, m, \delta, \epsilon, \kappa)$
,
$m;\mathfrak{U}[eggx] \mathrm{f}\mathrm{l}rightarrow \mathrm{n}$ : ,
$\epsilon\delta$ $.’ \mathfrak{g}arrow \mathrm{C}\piarrow \mathfrak{g}[eggx] \mathrm{n}$
:fl ,
: $\mathrm{z}$ ,
$\kappa$ ; $\mathrm{Z}arrow \mathfrak{U}$ :antipode,
.
fl, $B$ : Hopf algebras , tensor product $\mathrm{Z}[eggx]$
$m=$ $(m_{\mathrm{A}}[eggx]_{m_{q}})(\iota \mathrm{n}^{[eggx]_{\sigma}}[eggx]\iota B)$ ,
$\delta=(\iota_{\alpha B}[eggx]\sigma^{[eggx]_{\iota)(\delta_{\mathrm{n}^{[eggx]}}}}\delta_{B})$
Hopf algebra . , $\sigma$ nip map . , $\sigma$
linear map $S:\mathfrak{B}[eggx] \mathrm{f}\mathrm{l}arrow \mathfrak{g}[eggx]$ $m_{S}$ ;
$m_{s-}\underline{=}(m_{\alpha}[eggx] mB)(\iota_{\mathrm{n}^{[eggx] s[eggx]\iota}q})$
fl $[eggx] B$ ( ) . HoPf algebra
$\Re\triangleright \mathrm{Q}_{S}\mathfrak{B}$ .
. bilineq form $s$ ; ${}^{t}B\mathrm{x}\mathrm{f}\mathrm{l}-\mathrm{C}$ Hopf algebras $B,$ fl
skew pairing , $b,b’\in B,$ $a,a’\in$
$s(bb’, a)$ $=s(b[eggx] b’, \delta(a))$
$s(b, ad)$ $=s(\sigma\delta(b), a[eggx] a’)$
.
Hopf’-algebras $\mathfrak{B}$ , A skew pairing $s$ $\bm{\mathrm{t}}\dot{\mathrm{u}}$red , $s$
$\overline{s(b^{*},a^{*})}=_{S}(\kappa(b), a)=s$ ($b,$ K-l $(a)$)
. , Hopf *-algebras $\mathrm{Z}$ . skew pairing $s$
$\overline{s(b’,a^{*})}=_{S}(a, b)$
, $s$ real .
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. ( $\mathrm{c}.\mathrm{f}$. [Majl)
Hopf algebras $\mathfrak{B}$ , A skew pairing $s$
$S(b[eggx]_{\mathit{0}})\Xi\Sigma S((a\mathrm{X}b)\kappa_{B}(b), a_{\mathrm{t}})1)(b_{6}Sa_{6}))’)\mathrm{t}2)[eggx](1)ba(2)$ ,
$m_{s}$ $\cong(m_{\pi}[eggx] m‘ B)(\iota_{\alpha \mathfrak{B}}[eggx] S[eggx]\iota)$
$S$ ; $\prime B[eggx] \mathrm{f}\mathrm{l}arrow \mathrm{f}\mathrm{l}[eggx] \mathfrak{B}*m_{s}$; $(\mathrm{f}\mathrm{l} [eggx] B)[eggx]_{(}$ fl $[eggx] \mathfrak{B}$ ) $rightarrow\alpha[eggx] B$
$m_{s}$ fl $[eggx] B$ $\mathrm{a}s\mathrm{s}\propto \mathrm{i}\mathrm{a}\dot{\mathrm{u}}\mathrm{v}\mathrm{e}$ . ,
$\delta\equiv(\iota_{\alpha}[eggx]\sigma[eggx]\iota_{B})(\delta_{\alpha[eggx]}\delta_{B})$
$\kappa_{s}\equiv S$ $\circ\sigma\circ(\kappa \mathrm{n}[eggx]\kappa_{B})$
, $(\mathrm{f}\mathrm{l} [eggx] B, m, \delta s’\kappa_{s})$ Hopfalgebra . ( s(B
. )
Hopf *-algebras $\mathfrak{U},$ $\mathfrak{B}$ skew paifing $s$ antireal , involufion
$*_{\equiv}s\circ\sigma\circ(^{*}\pi[eggx]*)\mathfrak{B}$
$\mathrm{N}_{s}B$ Hopf ’-algebra .
$B=\mathrm{f}\mathrm{l}$ , $\mathrm{z}$ skew $\mu \mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}_{S}$ real ,
involution
$*_{\underline{=}\sigma \mathrm{O}(^{*[eggx]}}\mathrm{n}\pi*)$
s $\Re$ Hopf *-algebra .
. $s(b, a)$ $=\epsilon(b)\epsilon(a\rangle$ skew pairing $s$ fl %, $\mathfrak{B}=\pi[eggx]$ (B.
. $\prime \mathrm{u}$ , invertible anfipode Hopf algebras , ${}^{t}\mathrm{U}$ , Hopf
algebra pairing . , $\prime u$ , $\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{i}\iota \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$
$<,$ $>$ Op , $\prime u^{\infty \mathrm{p}}$ skew pairing .
, $\mathfrak{g}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}$ Hopf algebra, $t\mathrm{u}^{\infty \mathrm{p}}$
Hopf algebra . , Hopf algebras
Op, op $\mathfrak{g}$ ,
. (paring canonical , pairing . )
, Hopf ’-algebras ,
$<\varphi,$ $a^{*}>.=<\kappa(\varphi)^{*},$ $a$ $>^{-}$ , $<\varphi^{*},$ $a$ $>=<\varphi,$ $\kappa(a)^{*}>-$ ,
. , $\tau\iota^{\infty \mathrm{p}}$ skew pairing $<,$ $>$ tfi-r
, Hopf*-algebra $\prime \mathrm{u}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{p}}\mathrm{M}$ a .
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$u\mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}$ skew pairing $<,$ $>$ anti-real , $\mathrm{q}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}$
involution $*_{\circ_{K^{2}}}$ , skew pairing $<,$ $>$ anfi-real , Hopf
$*$ -algebra $u\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}$ .
– (real) $\mathrm{c}\circ \mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{I}\mathrm{i}\bm{\mathrm{t}}\mathrm{g}\mathrm{u}1_{\partial \mathrm{r}}$ Hopf (*-)algebra
.
. Hopf algebra $\Pi$ coquasitriangular (i),(ii)
.
(i) $\exists$ skew paifing $s$ ; fl $\mathrm{x}\mathrm{f}\mathrm{l}-\mathrm{C}$
(ii) quasicommutative, i.e.,
$\Sigma_{(a\chi b)(}b\mathrm{q}1)(\mathrm{Q}_{2)’(}bS)=\Sigma 1)2)$ ta $\mathrm{x}b$ ) $\mathrm{q}s(1)’ b11))\mathrm{q}_{2})b(2)$ .
coquasitriangular Hopf ’-algebra A skew Paring r ,
fl real .
, (real) coquasitriangular Hopf $(’-)\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{f}\mathrm{a}$ fl , Hopf
(*-)algebra A $\mathcal{M},$ $\mathrm{A}$ .
2. Doubles for coquasitriangular Hopf algebra $\mathrm{Z}_{R}$
FRT formalism , YB-matrix $R\in M_{n}(\mathrm{C})[eggx] M\hslash(\mathrm{C})$
coquasitriangular Hopf algebra $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ double .
.
(i) $t_{ij}(i, j=1, \cdots, n)$ , $\{t_{ij}\}$ :
$RT_{1}T_{2}=T_{2}T_{1}R$ in $M_{n}(\mathrm{C})[eggx] M_{n}(\mathrm{c})^{[eggx]}\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$
. , $T=(t_{ij})\in M_{n}(\mathrm{C})[eggx] \mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ , $T_{2}=I[eggx] T$ , $T_{1}=\sigma_{12}(I[eggx] T)$ .
(ii) $\delta(t_{ij})=\Sigma_{k}t_{ik}[eggx] r_{kj}.$ ’ $\epsilon(t_{ij})=\delta_{ij}$
( \mbox{\boldmath $\delta$} ( $\mathrm{D}=\tau[eggx]\tau,$ $\epsilon$ ($D=1$ . )
(iii) $s(\tau_{1},\tau_{2})=R$ in $M_{n}\cdot(\mathrm{c})[eggx] M(n\mathrm{C})$ R skew
$\Psi^{\mathrm{i}\mathrm{I}\mathrm{i}\mathrm{n}}\mathrm{g}$ $s$ .
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$s$ $\mathrm{c}\Re \mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\bm{\mathrm{t}}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\dot{\mathrm{n}}\mathrm{t}\mathrm{y}$ . ,
(i) quasi commutativity .
Hopf algebra $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ linear functionals $l^{*)}ij$ $(i, j=1,\cdots,n)$ ;
$<L^{(\mathrm{p})}0$ , $T_{1}\cdots T_{k}>=R_{1}^{*)}\cdots R_{k}^{*)}$ in $M_{n}(\mathrm{c})[eggx]\cdots[eggx] M_{n}(\mathrm{C})$ $(\mathrm{k}+\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s})$ .
$L^{\mathrm{t}*})=(l_{ij}^{\mathrm{t}}\mathrm{f}))\in M_{n}(\mathrm{C})[eggx] \mathrm{f}\mathrm{l}_{R}’$ , ( L\Leftarrow ) $\mathrm{L}$ matrix . )
$R^{\mathrm{t}+)}=R^{\sigma}=\sigma R\sigma$ , $R^{(-)}=R- 1$ ( , $\det R$ $=1$ ).
$\{l^{*)}ij\}$ dual convolution algebra $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}’$ unital subalgebra
, % $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ nng Hopf algebra .
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(iv) $\mathrm{q}I_{R}$ ring nondegenerate.
, $R$ real. , $\mathrm{i}.\mathrm{e}.,$ $R^{*}=R^{\sigma}$ ,
$(^{*})$ $T^{*}=\kappa(T)$ , $\mathrm{i}.\mathrm{e}.,$ $t_{ji^{*}}=\kappa(t_{ij})$ involuuon $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ $\mathrm{H}\mathrm{o}_{\mathrm{P}^{\mathrm{f}^{*}1\mathrm{e}}}-\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}$ .
. , $\prime \mathrm{u}_{R}$ left involution, $\mathrm{i}.\mathrm{e}.$ ,
$\psi=\varphi(\kappa(\cdot)^{*})^{-}$
, Hopf *-algebra .
.
$s$ skew $\mu \mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ , 2 map
$i$ $;a\in \mathrm{f}\mathrm{l}_{R^{arrow}}s(a, \cdot)\in \mathrm{f}\mathrm{l}_{R}’$.
$j$ $;a\in \mathrm{f}\mathrm{l}_{R}arrow s(K(\cdot), a)\in \mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$
’
– $0_{R}^{\mathrm{c}\varphi}$ Hopf algebra homomorphism .
.
. ( $\mathrm{c}.\mathrm{f}$. [Maj] Ch 7)Hopf algebra $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ , $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ ,
(i) map $m$ : $a[eggx] b\in \mathrm{f}\mathrm{l}_{R}\mathrm{M},\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ $arrow ab\in \mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ ,
$\mathrm{F}\mathrm{h}$ Hopf algebra homomorphism.
(ii) map $m_{u^{\circ(i[eggx] i}}’$ ) $:a[eggx] b\in \mathrm{f}\mathrm{l}_{R}\triangleright\triangleleft,$ $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ $arrow j(a)i(b)\in\prime \mathrm{u}_{R}\mathrm{c}\mathrm{o}_{\mathrm{P}}$ .
$l\mathrm{h}$ Hopf algebra homomorphism.
(iii) map $f\equiv\{m[eggx](m_{\mathrm{q}\downarrow 0}(i[eggx] i))\}\circ\delta$ : $\mathrm{Z}_{R}\mathrm{M},$ $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ $arrow \mathrm{f}\mathrm{l}_{R}[eggx]$ R $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{p}$ .
$\#\mathrm{h}$ unital algebra homomorphism.
, $s$ real , 3 map *-invariant.
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. ( $\mathrm{c}_{*}\mathrm{f}$. [Maj] Ch. 7)
Hopf algebra $\text{ _{}R}\mathrm{M}\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}\mathrm{o}\mathrm{p}$ ,
(i) map $((i\circ\kappa_{\alpha})[eggx](i^{\circ\kappa}\mathfrak{n}))\delta_{\alpha}$ ; $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}0\mathrm{p}arrow$ R $[eggx] \text{ _{}R}$ :
$l\mathrm{h}$ Hopf algebm homomorphism.
(ii) map $g\equiv m_{U\otimes^{l}}\prime \mathrm{u}\circ\sigma_{2}\circ(3\delta_{\mathrm{U}^{[eggx]}},((i\circ\kappa\omega[eggx] 0\circ\kappa\omega)\circ\delta \mathrm{f}\mathrm{l})$ ; R $\aleph\iota^{\mathrm{q}_{R}}\mathrm{o}\mathrm{p}arrow$ R $[eggx]$ R
$\#\mathrm{h}$ unital algebra homomorphism.
, $s$ real , R left involution, $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}\mathrm{o}\mathrm{p}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{o}[\mathrm{u}0\mathrm{o}\mathrm{n}\kappa_{\alpha}*_{\circ}2$
, ( R $\mathrm{M}\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}\mathrm{o}\mathrm{p}$ Hopf’-algebra , ) 2 map
$*$-invariant.
2 $\mathrm{h}_{\circ \mathrm{m}\circ \mathrm{m}\circ}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{s}f,$ $g$ , .
.
$x[eggx] y\in \mathrm{f}\mathrm{l}_{R}\triangleright\triangleleft,$ $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R},$ $\varphi[eggx] a\in\%\mathrm{M}$ flR $\mathrm{o}\mathrm{p}$ , .
$<f(\chi[eggx] y),$ $\varphi[eggx] a>=<X[eggx]_{\mathcal{Y}},$ $g(\varphi[eggx] a)>$ .
$<<x[eggx] y,$ $\varphi[eggx] a>>$ , $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}\mathrm{M},$ $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}\mathrm{x}$ AR $\mathrm{o}\mathrm{p}$ bilinear
form $<<,>>$ Hopf (*-)algebra pairing .
3. Nondegeneracy of the pairing $<<,>>,$ $\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{a}\dot{\mathrm{u}}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$
(real) $\mathrm{c}\Re \mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\bm{\mathrm{t}}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}$ Hopf $($’ $-)\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}$ $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ . ,
$k\equiv(_{S\circ}\sigma)’ s$ $\in(\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}[eggx] A_{R})’$
.
bilinear form $k$ quantum Killing form . , $s$ R




(i-1) $a\in \mathrm{f}\mathrm{l}_{R}arrow k(a, \cdot)\in \mathrm{z}_{R}$ ’ $\hslash^{\mathrm{Y}}\grave{\backslash }$ injective.
(i-2) $b\in A_{R}arrow k(\cdot , b)\in \mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ ’ $h\searrow$
’ injective.
(ii-l) (*-)algebra homomorphism $f;\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}\mathrm{M}_{s}$ flR $rightarrow \mathrm{f}\mathrm{l}_{R}[eggx] \text{ _{}R}$ cop $b^{\mathrm{Y}}$
’ injective.
(ii-2) $($’ $-)\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}$ homomorphism $g$ ; R $\mu \mathrm{n}_{R^{\circ \mathrm{p}}}arrow$ $R[eggx]$ | injecfive.
(iii) $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}\mu,$ $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}\text{ }$ RM $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}\mathrm{o}\mathrm{p}$ $\text{ }$ pairing $<<,>>l\mathrm{h}$ nondegenerate.
. real coquasitriangular Hopf ’-algebra $\Re_{R}$ compact quantum Lie group
, Hopf’-algebra $A_{R}\triangleright\triangleleft_{s}\mathrm{z}_{R}$ .
, $\mathrm{f}\mathrm{l}_{R}$ quttum enveloping algebra R
Hopf $*$ -algebra $1\mathrm{j}$ % $\mathrm{A}_{\mathrm{R}}\mathrm{o}\mathrm{p}$ .
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